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A. Tóm tắt lý thuyết

1. Không gian metric

Định nghĩa 1. Cho tập X 6= ∅. Một ánh xạ d từ X ×X vào R được gọi là một metric trên
X nếu các điều kiện sau được thỏa mãn ∀x, y, z ∈ X:

i. d(x, y) ≥ 0

d(x, y) = 0 ⇔ x = y

ii. d(x, y) = d(y, x)

iii. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (bất đẳng thức tam giác)

Nếu d là metric trên X thì cặp (X, d) gọi là một không gian metric.

Nếu d là metric trên X thì nó cũng thỏa mãn tính chất sau

|d(x, y)− d(u, v)| ≤ d(x, u) + d(y, v) (bất đẳng thức tứ giác)

Ví dụ 1. Ánh xạ d : Rm × Rm → R, định bởi

d(x, y) =

[
m∑

i=1

(xi − yi)
2

]1/2

, x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym)
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là một metric trên Rm, gọi là metric thông thường của Rm.
Khi m = 1, ta có d(x, y) = |x− y|
Trên Rm ta cũng có các metric khác như

d1(x, y) =
m∑

i=1

|xi − yi|

d2(x, y) = max
1≤i≤m

|xi − yi|

Ví dụ 2. Ký hiệu C[a,b] là tập hợp các hàm thực x = x(t) liên tục trên [a, b]. Ánh xạ

d(x, y) = sup
a≤t≤b

|x(t)− y(t)|, x, y ∈ C[a,b]

là metric trên C[a,b], gọi là metric hội tụ đều.

2. Sự hội tụ

Định nghĩa 2. Cho không gian metric (X, d). Ta nói dãy phần tử {xn} ⊂ X hội tụ (hội tụ
theo metric d, nếu cần làm rõ) về phần tử x ∈ X nếu lim

n→∞
d(xn, x) = 0.

Khi đó ta viết

lim
n→∞

xn = x trong (X, d)

xn
d→ x

xn → x
lim xn = x

Như vậy, lim
n→∞

xn = x trong (X, d) có nghĩa

∀ε > 0,∃n0 : ∀n ∈ N∗, n ≥ n0 ⇒ d(xn, x) < ε

Ta chú ý rằng, các metric khác nhau trên cùng tập X sẽ sinh ra các sự hội tụ khác nhau.

Tính chất

1. Giới hạn của một dãy hội tụ là duy nhất.

2. Nếu dãy {xn} hội tụ về x thì mọi dãy con của nó cũng hội tụ về x.

3. Nếu lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y thì lim
n→∞

d(xn, yn) = d(x, y)

Ví dụ 3. Trong Rm ta xét metric thông thường. Xét phần tử a = (a1, . . . , am) và dãy {xn} với
xn = (xn

1 , . . . , x
n
m). Ta có

d(xn, a) =

√√√√ m∑
i=1

(xn
i − ai)2 ≥ |xn

i − ai|, ∀i = 1, . . . ,m
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Từ đây suy ra:

lim
n→∞

xn = a trong (Rm, d) ⇐⇒ lim
n→∞

xn
i = ai trong R, ∀i = 1, . . . , n

Ví dụ 4. Trong C[a,b] ta xét "metric hội tụ đều". Ta có

xn
d→ x ⇐⇒ (∀ε > 0,∃n0 : ∀n ≥ n0 ⇒ sup

a≤t≤b
|xn(t)− x(t)| < ε)

⇐⇒ dãy hàm {xn(t)} hội tụ đều trên [a, b] về hàm x(t)

=⇒ lim
n→∞

xn(t) = x(t), ∀t ∈ [a, b]

Như vậy, lim
n→∞

xn(t) = x(t), ∀t ∈ [a, b] là điều kiện cần để lim xn = x trong C[a,b] với metric

hội tụ đều.
Chú ý này giúp ta dự đoán phần tử giới hạn.

3. Không gian metric đầy đủ

Định nghĩa 3. Cho không gian metric (X, d). Dãy {xn} ⊂ X được gọi là dãy Cauchy (dãy cơ
bản) nếu lim

n,m→∞
d(xn, xm) = 0

hay
∀ε > 0,∃n0 : ∀n, m ≥ n0 ⇒ d(xn, xm) < ε

Tính chất

1. Nếu {xn} hội tụ thì nó là dãy Cauchy.

2. Nếu dãy {xn} là dãy Cauchy và có dãy con hội tụ về x thì {xn} cũng hội tụ về x.

Định nghĩa 4. Không gian metric (X, d) gọi là đầy đủ nếu mỗi dãy Cauchy trong nó đều là
dãy hội tụ.

Ví dụ 5. Không gian Rm với metric d thông thường là đầy đủ.
Thật vậy, xét tùy ý dãy Cauchy {xn}, xn = (xn

1 , . . . , x
n
m).

� Vì

{
d(xn, xk) ≥ |xn

i − xk
i | (i = 1, . . . ,m)

lim
n,k→∞

d(xn, xk) = 0 ⇒ lim
n,k→∞

|xn
i − xk

i | = 0,

nên ta suy ra các dãy {xn
i }n (i = 1, . . . ,m) là dãy Cauchy trong R, do đó chúng hội tụ vì R

đầy đủ.
� Đặt ai = lim

n→∞
xn

i (i = 1, m) và xét phần tử a = (a1, . . . , am), ta có lim
n→∞

xn = a trong

(Rm, d).

Ví dụ 6. Không gian C[a,b] với metric hội tụ đều d là đầy đủ.
Giả sử {xn} là dãy Cauchy trong (C[a,b], d).
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Với mỗi t ∈ [a, b], ta có |xn(t) − xm(t)| ≤ d(xn, xm). Từ giả thiết lim
n,m→∞

d(xn, xm) = 0 ta

cũng có lim
n,m→∞

|xn(t)− xm(t)| = 0

Vậy với mỗi t ∈ [a, b] thì {xn(t)} là dãy Cauchy trong R, do đó là dãy hội tụ.
� Lập hàm x xác định bởi x(t) = lim xn(t), t ∈ [a, b].
Ta cần chứng minh x ∈ C[a,b] và lim d(xn, x) = 0.
Cho ε > 0 tùy ý. Do {xn} là dãy Cauchy, ta tìm được n0 thỏa

∀n,m ≥ n0 ⇒ d(xn, xm) < ε

Như vậy ta có

|xn(t)− xm(t)| < ε, ∀n ≥ n0,∀m ≥ n0, ∀t ∈ [a, b]

Cố định n, t và cho m →∞ trong bất đẳng thức trên ta có

|xn(t)− x(t)| ≤ ε, ∀n ≥ n0, ∀t ∈ [a, b]

Như vậy, ta đã chứng minh rằng

∀ε > 0,∃n0 : ∀n ≥ n0 ⇒ sup
a≤t≤b

|xn(t)− x(t)| ≤ ε

Từ đây suy ra:

• Dãy hàm liên tục {xn(t)} hội tụ đều trên [a, b] về hàm x(t), do đó hàm x(t) liên tục trên
[a, b].

• lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

Đây là điều ta cần chứng minh.

B. Bài tập

Bài 1. Cho không gian metric (X, d). Ta định nghĩa

d1(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
, x, y ∈ X

1. Chứng minh d1 là metric trên X.

2. Chứng minh xn
d1−→ x ⇐⇒ xn

d−→ x

3. Giả sử (X, d) đầy đủ, chứng minh (X, d1) đầy đủ.

Giải

1. Hiển nhiên d1 là một ánh xạ từ X × X vào R. Ta kiểm tra d1 thỏa mãn các điều
kiện của metric
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(i) Ta có: d1(x, y) ≥ 0 do d(x, y) ≥ 0
d1(x, y) = 0 ↔ d(x, y) = 0 ↔ x = y

(ii) d1(y, x) =
d(y, x)

1 + d(y, x)
=

d(x, y)

1 + d(x, y)
= d(x, y)

(iii) Ta cần chứng minh

d(x, y)

1 + d(x, y)
≤ d(x, z)

1 + d(x, z)
+

d(z, y)

1 + d(z, y)

Để gọn, ta đặt a = d(x, y), b = d(x, z), c = d(z, y).
Ta có a ≤ b + c; a, b, c ≥ 0 (do tính chất của d)

⇒ a

1 + a
≤ b + c

1 + b + c

(
do hàm

t

1 + t
tăng trên [0,∞)

)
⇒ a

1 + a
≤ b

1 + b + c
+

c

1 + b + c

≤ b

1 + b
+

c

1 + c
(đpcm)

2. � Giả sử xn
d−→ x. Ta có

lim d(xn, x) = 0

d1(xn, x) =
d(xn, x)

1 + d(xn, x)

Do đó, lim d1(xn, x) = 0 hay xn
d1−→ x

� Giả sử xn
d1−→ x. Từ

lim d1(xn, x) = 0

d(xn, x) =
d1(xn, x)

1− d1(xn, x)

ta suy ra lim d(xn, x) = 0 hay xn
d−→ x.

3. Xét tùy ý dãy Cauchy {xn} trong (X, d1), ta cần chứng minh {xn} hội tụ trong
(X, d1).

� Ta có

lim
n,m→∞

d1(xn, xm) = 0

d(xn, xm) =
d1(xn, xm)

1− d1(xn, xm)

⇒ lim
n,m→∞

d(xn, xm) = 0 hay {xn} là dãy Cauchy trong (X, d)

⇒ {xn} là hội tụ trong (X, d) (vì (X, d) đầy đủ)

� Đặt x = lim
n→∞

xn (trong (X, d)), ta có x = lim
n→∞

xn trong (X, d1) (do câu 2).
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Bài 2. Cho các không gian metric (X1, d1), (X2, d2). Trên tập X = X1 ×X2 ta định nghĩa

d((x1, x2), (y1, y2)) = d1(x1, y1) + d2(x2, y2)

1. Chứng minh d là metric trên X

2. Giả sử xn = (xn
1 , x

n
2 ) (n ∈ N∗), a = (a1, a2). Chứng minh

xn d−→ a ⇐⇒

{
xn

1
d1−→ a1

xn
2

d2−→ a2

3. Giả sử (X1, d1), (X2, d2) đầy đủ. Chứng minh (X, d) đầy đủ.

Bài 3. Ký hiệu S là tập hợp các dãy số thực x = {ak}k. Ta định nghĩa

d(x, y) =
∞∑

k=1

1

2k
.
|ak − bk|

1 + |ak − bk|
, x = {ak}, y = {bk}

1. Chứng minh d là metric trên X

2. Giả sử xn = {an
k}k, n ∈ N∗, x = {ak}k. Chứng minh

xn
d−→ x ⇐⇒ lim

n→∞
an

k = ak , ∀k ∈ N∗

3. Chứng minh (S, d) đầy đủ.

Bài 4. Trên X = C[0,1] xét các metric

d(x, y) = sup
0≤x≤1

|x(t)− y(t)|

d1(x, y) =

1∫
0

|x(t)− y(t)| dt

1. Chứng minh: (xn
d−→ x) ⇒ (xn

d1−→ x)

2. Bằng ví dụ dãy xn(t) = n(tn − tn+1), chứng minh chiều "⇐" trong câu 1) có thể
không đúng.

3. Chứng minh (X, d1) không đầy đủ.
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