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1. Tìm một cơ sở trực giao, cơ sở trực chuẩn của không gian véctơ con L của R4 trong các
trường hợp sau:

a. L = 〈α1, α2, α3〉 với α1 = (1, 1, 0, 0), α2 = (1, 1, 1, 1), α3 = (0,−1, 0, 1)

b. L = 〈α1, α2, α3〉 với α1 = (1, 2, 2,−1), α2 = (1, 1,−5, 3), α3 = (3, 2, 8,−7).

c. L =

{
(x1, x2, x3, x4)

∣∣∣∣{ x1 − x2 + x4 = 0
x2 − x3 − x4 = 0

}
Giải. a. Dễ thấy α1, α2, α3 ĐLTT nên α1, α2, α3 là cơ sở của L. Để tìm cơ sở trực giao

của L ta chỉ cần trực giao hóa hệ véctơ α1, α2, α3. Ta có:

β1 = α1

β2 = α2 −
〈α2, β1〉
〈β1, β1〉

β1 = (1, 1, 1, 1)− 2

2
(1, 1, 0, 0) = (0, 0, 1, 1)

β3 = α3 −
〈α3, β1〉
〈β1, β1〉

β1 −
〈α3, β2〉
〈β2, β2〉

β2

= (0,−1, 0, 1)− −1

2
(1, 1, 0, 0)− 1

2
(0, 0, 1, 1) = (

1

2
,−1

2
,−1

2
,
1

2
)

Ta có thể chọn β3 = (1,−1,−1, 1). Vậy, cơ sở trực giao của L là:

β1 = (1, 1, 0, 0), β2 = (0, 0, 1, 1), β3 = (1,−1,−1, 1)

Trực chuẩn hóa cơ sở trực giao trên, ta được cơ sở trực chuẩn của L là:

e1 = (
1√
2
,

1√
2
, 0, 0), e2 = (0, 0,

1√
2
,

1√
2
), e3 = (

1

2
,−1

2
,−1

2
,
1

2
)

b. Giải tương tự câu a., chi tiết dành cho bạn đọc.

c. Đầu tiên, ta tìm một cơ sở của L. L là không gian nghiệm của hệ{
x1 − x2 + x4 = 0
x2 − x3 − x4 = 0

(1)

do đó cơ sở của L là hệ nghiệm cơ bản của hệ (1). Hệ (1) có vô số nghiệm phụ thuộc
2 tham số x3, x4. Ta có:

x2 = x3 + x4

x1 = x2 − x4 = x3
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do đó, hệ nghiệm cơ bản của hệ (1) là:

α1 = (1, 1, 1, 0); α2 = (0, 1, 0, 1)

Do đó, cơ sở của L là α1, α2. Trực giao hóa hệ véctơ α1, α2, ta sẽ được cơ sở trực giao
của L.Ta có:

β1 = α1

β2 = α2 −
〈α2, β1〉
〈β1, β1〉

β1 = (0, 1, 0, 1)− 1

3
(1, 1, 1, 0) = (−1

3
,
2

3
,−1

3
, 1)

Ta có thể chọn β2 = (−1, 2,−1, 3) và cơ sở trực giao của L là:

β1 = (1, 1, 1, 0), β2 = (−1, 2,−1, 3)

Trực chuẩn hóa cơ sở trực giao β1, β2 ta được cơ sở trực chuẩn của L là:

e1 = (
1√
3
,

1√
3
,

1√
3
, 0), e2 = (− 1√

15
,

2√
15

,− 1√
15

,
3√
15

)

2. Chứng minh các hệ véctơ sau là hệ trực giao trong R4. Hãy bổ sung chúng để được một cơ
sở trực giao của R4

a. α1 = (1, 1, 1, 1), α2 = (1, 0,−1, 0)

b. α1 = (0, 0, 1, 1), α2 = (1, 1, 1− 1)

Giải. a. Vì 〈α1, α2〉 = 0 nên α1⊥α2. Để bổ sung được một cơ sở trực giao của R4, đầu tiên
ta phải bổ sung thêm 2 véctơ α3, α4 của R4 để được một cơ sở của R4, sau đó ta trực
giao hóa cơ sở đó, ta sẽ được cơ sở trực giao của R4, chứa các véctơ α1, α2.
Có nhiều cách chọn các véctơ α3, α4 để α1, α2, α3, α4 là cơ sở của R4 (chọn để định
thức cấp 4 tương ứng là khác 0). Ví dụ ta có thể chọn α3 = (0, 0, 1, 0), α4 = (0, 0, 0, 1).
Khi đó định thức cấp 4 tương ứng của hệ α1, α2, α3, α4 bằng 1, nên hệ α1, α2, α3, α4

ĐLTT nên là cơ sở của R4. Trực giao hóa hệ véctơ α1, α2, α3, α4.

β1 = α1

β2 = α2 −
〈α2, β1〉
〈β1, β1〉

β1

= α2 − 0.β1 = α2

β3 = α3 −
〈α3, β1〉
〈β1, β1〉

β1 −
〈α3, β2〉
〈β2, β2〉

β2

= (0, 0, 1, 0)− 1

4
(1, 1, 1, 1)− −1

2
(1, 0,−1, 0) = (

1

4
,−1

4
,
1

4
,−1

4
)

Ta có thể chọn β3 = (1,−1, 1,−1)

β4 = α4 −
〈α4, β1〉
〈β1, β1

β1 −
〈α4, β2〉
〈β2, β2〉

β2 −
〈α4, β3〉
〈β3, β3〉

β3

= (0, 0, 0, 1)− 1

4
(1, 1, 1, 1)− 0

2
(1, 0,−1, 0)− −1

4
(1,−1, 1,−1)

= (0,−1

2
, 0,

1

2
)

Ta có thể chọn β4 = (0,−1, 0, 1)
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Vậy ta có thể bổ sung thêm 2 véctơ

β3 = (1,−1, 1,−1), β4 = (0,−1, 0, 1)

để được α1, α2, β3, β4 là cơ sở trực giao của R4.

b. Giải tương tự câu a., chi tiết xin dành cho bạn đọc.

3. Hãy tìm hình chiếu trực giao và khoảng cách của véctơ x lên không gian con L của R4 với:

a. x = (1,−1, 1, 0), L = 〈α1, α2, α3〉, trong đó

α1 = (1, 1, 0, 0), α2 = (1, 1, 1, 1), α3 = (0,−1, 0, 1)

b. x = (1, 0, 1, 2), L =

{
(x1, x2, x3, x4)

∣∣∣∣ x1 − x2 + x4 = 0
x2 − x3 + x4 = 0

}
Giải. a. Cách 1. Đầu tiên ta một tìm cơ sở trực chuẩn của L. Theo bài 1, cơ sở trực

chuẩn của L là

e1 = (
1√
2
,

1√
2
, 0, 0), e2 = (0, 0,

1√
2
,

1√
2
), e3 = (

1

2
,−1

2
,
1

2
,
1

2
)

Do đó, hình chiếu trực giao x′ của x lên L là

x′ = 〈x, e1〉e1 + 〈x, e2〉e2 + 〈x, e3〉e3

= 0.e1 +
1√
2
e2 +

1

2
e3

= (
1

4
,−1

4
,
1

4
,
3

4
)

Khoảng cách từ véctơ x đến L là độ dài của véctơ x− x′ = (3
4
,−3

4
, 3

4
,−3

4
) do đó,

d(x, L) = ‖x− x′‖ = 36
16

= 9
4
.

Cách 2. Dễ thấy một cơ sở của L là α1, α2, α3 và

〈α1, α1〉 = 2, 〈α2, α1〉 = 2, 〈α3, α1〉 = −1
〈x, α1〉 = 0, 〈α2, α2〉 = 4, 〈α3, α2〉 = 0,
〈x, α2〉 = 1, 〈α3, α3〉 = 2, 〈x, α3〉 = 1

Do đó, hình chiếu x′ của x có dạng

x′ = x1α1 + x2α2 + x3α3

trong đó x1, x2, x3 là nghiệm của hệ
2x1 + 2x2 − x3 = 0

2x1 + 4x2 + 0x3 = 1
−x1 + 0x2 + 2x3 = 1

Giải hệ, ta có nghiệm x1 = 0, x2 = 1
4
, x3 = 1

2
, do đó

x′ = 0α1 +
1

4
α2 +

1

2
α3 = (

1

4
,−1

4
,
1

4
,
3

4
)

và d(x, L) = ‖x− x′‖ = 9
4
.
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b. Cách 1. Tìm một cơ sở trực chuẩn của L, theo bài 1c., đó là cơ sở:

e1 = (
1√
3
,

1√
3
,

1√
3
, 0), e2 = (− 1√

15
,

2√
15

,− 1√
15

,
3√
15

)

Do đó, hình chiếu trực giao x′ của x lên L là:

x′ = 〈x, e1〉.e1 + 〈x, e2〉.e2 =
2√
3
e1 +

4√
15

e2

= (
6

15
,
18

15
,

6

15
,
12

15
) = (

2

5
,
6

5
,
2

5
,
4

5
)

và khoảng cách từ x đến L là:

d(x, L) = ‖x− x′‖ =

∥∥∥∥(
3

5
,−6

5
,
3

5
,
6

5
)

∥∥∥∥ =
90

25
=

18

5

Cách 2. Đầu tiên ta tìm một cơ sở của L. Một cơ sở của L là hệ nghiệm cơ bản của
hệ: {

x1 − x2 + x4 = 0
x2 − x3 + x4 = 0

theo bài 1c., cơ sở đó là

α1 = (1, 1, 1, 0), α2 = (0, 1, 0, 1)

Ta có

〈α1, α1〉 = 3, 〈α2, α1〉 = 1, 〈x, α1〉 = 2, 〈α2, α2〉 = 2, 〈x, α2〉 = 2

Hình chiếu trực giao x′ của x lên L là véctơ x′ = x1α1 + x2α2, trong đó, x1, x2 là
nghiệm của hệ {

3x1 + x2 = 2
x1 + 2x2 = 2

do đó, x1 = 2
5
, x2 = 4

5
.

Vậy

x′ =
2

5
α1 +

4

5
α2 = (

2

5
,
6

5
,
2

5
,
4

5
)

và d(x, L) = ||x− x′|| = 18
5
.

4. Cho L là không gian véctơ con của không gian Euclide E và xo ∈ E. Ta gọi tập

P := L + xo = {x + xo|x ∈ L}

là một đa tạp tuyến tính của E. Khoảng cách từ một véctơ α ∈ E đến đa tạp P , ký hiệu
d(α, P ) xác định bởi:

d(α, P ) = min{‖α− u‖ : u ∈ P}

Chứng minh rằng khoảng cách d(α, P ) bằng độ dài đường trực giao hạ từ véctơ α− xo đến
L (tức là d(α, P ) = d(α− xo, L).

4



Giải. Giả sử hình chiếu trực giao của α − xo lên L là β, tức là α − xo = β + γ, trong đó,
β ∈ L, γ⊥L. Khi đó

d(α− xo, L) = ‖γ‖

với mọi véctơ u = xo + y ∈ P (tức là y ∈ L), ta có

‖α− u‖ =
√
〈α− u, α− u〉 =

√
〈α− xo − y, α− xo − y〉

=
√
〈β − y + γ, β − y + γ〉 =

√
‖β − y‖2 + ‖γ‖2 ≥ ‖γ‖

(〈β − y, γ〉 = 0 vì γ⊥β − y ∈ L)

do đó min ‖α− u‖ = ‖γ‖, dấu bằng xảy ra khi

‖β − y‖2 = 0 ⇐⇒ β = y = u− xo

⇐⇒ u = xo + β

Vậy
d(α, P ) = min{‖α− u‖} = d(α− xo, L)

dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi u = xo + β, trong đó β là hình chiếu trực giao của α − xo

lên L.

5. Tìm khoảng cách từ véctơ α = (2, 1, 4, 4) đến đa tạp P xác định bởi hệ phương trình tuyến
tính: {

x1 − x2 + x4 = 3
x2 − x3 + x4 = 3

(1)

Giải. Đầu tiên ta phải viết đa tạp P dưới dạng

(P ) = L + xo = {x + xo|x ∈ L}

trong đó, L là không gian véctơ con của R4. Vì tập nghiệm của hệ phương trình (1) chính
bằng tập nghiệm hệ phương trình tuyến tính thuần nhất tương ứng của hệ (1) cộng với
nghiệm riêng của hệ (1), do đó, L chính là không gian con các nghiệm của hệ thuần nhất
tương ứng hệ (1) {

x1 − x2 + x4 = 0
x2 − x3 + x4 = 0

(L)

còn xo là nghiệm riêng bất kỳ của hệ (1). Ta có xo = (1, 2, 3, 4) là nghiệm của hệ (1)
Theo bài tập 4. d(α, P ) = d(α − xo, L). Vậy ta cần tìm khoảng cách từ véctơ α − xo =
(1,−1, 1, 0) đến không gian con L các nghiệm của hệ{

x1 − x2 + x4 = 0
x2 − x3 + x4 = 0

theo bài 3., d(α− xo, L) = 9
4

Vậy, d(α, P ) = 9
4

6. Cho L là KGVT con của không gian Euclide E. Ký hiệu:

L⊥ = {x ∈ E|x⊥L}

Chứng minh

a. L⊥ là KGVT con của E. L⊥ gọi là phần bù trực giao của L.

5



b. (L⊥)
⊥

= L

c. L + L⊥ = E, L⊥ ∩ L = {0}
d. dim L⊥ + dim L = dim E

Giải. a. Kiểm tra trực tiếp dựa vào tiêu chuẩn không gian véctơ con.

b. Giả sử α ∈ L, khi đó ∀β ∈ L⊥, ta có β⊥L, do đó β⊥α. Vậy α⊥L⊥ nên α ∈ (L⊥)
⊥
.

Ngược lại, giả sử α ∈ (L⊥)
⊥
, khi đó α⊥L⊥. Hình chiếu trực giao của α lên L là α′, ta

có
α = α′ + β, β⊥L, α′ ∈ L

vì β ∈ L⊥ nên β⊥α, β⊥α′, do đó

0 = 〈α, β〉 = 〈α′ + β, β〉 = 〈α′, β〉+ 〈β, β〉 = 〈β, β〉

từ đó 〈β, β〉 = 0 nên β = 0 và α = α′ ∈ L.

c. Với mỗi α ∈ L, gọi α′ là hình chiếu của α lên L, ta có:

α = α′ + β, α′ ∈ L, β⊥L

tức là β ∈ L⊥ nên α ∈ L + L⊥. Vậy L + L⊥ = E.

Nếu α ∈ L⊥ ∩ L thì α ∈ L⊥ nên α⊥L, do đó α⊥α tức là 〈α, α〉 = 0. Vậy, α = 0 nghĩa
là L⊥ ∩ L = {0}.

d. dim L⊥ + dim L = dim(L⊥ + L)− dim(L⊥ ∩ L) = dim E − dim{0} = dim E

7. Tìm cơ sở trực giao, cơ sở trực chuẩn của không gian con L⊥ của R4, biết L là các không
gian con dưới đây:

a. L = 〈α1, α2〉 với α1 = (1, 0,−1, 2), α2 = (−1, 1, 0,−1)

b. L là không gian con các nghiệm của hệ
x1 − x2 + x3 − x4 = 0

2x1 + x2 − x3 + x4 = 0
x1 + 2x2 − 2x3 + 2x4 = 0

(1)

Giải. Để tìm cơ sở trực giao, cơ sở trực chuẩn của L⊥, ta tìm một cơ sở của L⊥. Sau đó,
sẽ trực giao hóa, trực chuẩn hóa như trong bài tập 1.

a. Véctơ
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ L⊥ ⇐⇒ x⊥L

⇐⇒ x⊥α1 và x⊥α2

⇐⇒
{
〈x, α1〉 = 0
〈x, α2〉 = 0

⇐⇒
{

x1 − x3 + 2x4 = 0
−x1 + x2 − x4 = 0

(2)

Vậy, L⊥ chính là không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính trên, do đó hệ
nghiệm cơ bản của hệ phương trình tuyến tính (2) chính là một cơ sở của L⊥. Việc
tìm cơ sở trực giao, trực chuẩn của L⊥ bây giờ được tiến hành giống như trong bài
tập 1c. Các tính toán chi tiết xin dành cho bạn đọc.
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b. Véctơ
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ L ⇐⇒ (x1, x2, x3, x4) là nghiệm của hệ (1)

⇐⇒


〈x, β1〉 = 0
〈x, β2〉 = 0
〈x, β3〉 = 0

trong đó β1 = (1,−1, 1,−1), β2 = (2, 1,−1, 1), β3 = (1, 2,−2, 2))

⇐⇒ x⊥β1, x⊥β2, x⊥β3

⇐⇒ x⊥〈β1, β2, β3〉

Như vậy x ∈ L ⇔ x⊥U = 〈β1, β2, β3〉,⇔ x ∈ U⊥ tức là L = U⊥, do đó L⊥ = U . Vậy,
L⊥ = 〈β1, β2, β3〉. Từ đó, một hệ con ĐLTT tối đại của hệ β1, β2, β3 là cơ sở của L⊥.
Dễ thấy β1, β2 là cơ sở của L⊥. Việc trực giao hóa, trực chuẩn hóa hệ véctơ β1, β2 để
được cơ sở trực giao, cơ sở trực chuẩn của L⊥ khá đơn giản (tiến hành như bài tập
1a). Chi tiết xin được dành cho bạn đọc.

8. Cho L1, L2 là các không gian con của KGVT Euclide E với dim L1 < dim L2. Chứng minh
tồn tại véctơ α 6= 0, α ∈ L2 và α trực giao với L1

Giải. Ta có

dim L1 + dim L⊥
1 = dim L2 + dim L⊥

2 = dim E (Bài tập 6)

Do dim L1 < dim L2 nên dim L⊥
1 > dim L⊥

2

Mặt khác
dim(L2 ∩ L⊥

1 ) = dim L2 + dim L⊥
1 − dim(L2 + L⊥

1 )
> dim L2 + dim L⊥

2 − dim(L2 + L⊥
1 )

= dim E − dim(L2 + L⊥
1 ) ≥ 0

Vậy dim(L2 ∩ L⊥
1 ) > 0 do đó L2 ∩ L⊥

1 6= {0}, nên tồn tại véctơ α ∈ L2 ∩ L⊥
1 , α 6= 0. Rõ

ràng α ∈ L2 và α⊥L1

9. Chứng minh rằng mọi hệ véctơ trực giao không chứa véctơ không đều độc lập tuyến tính.

Giải. Giả sử α1, . . . , αm là hệ trực giao, không chứa véctơ không (αi 6= 0) của không gian
véctơ Euclide và giả sử

∑m
j=1 ajαj = 0. Khi đó, với mọi i, ta có:

0 = 〈αi, 0〉 = 〈αi,
m∑

j=1

ajαj〉 =
m∑

j=1

aj〈αi, αj〉 = ai〈αi, αi〉

do đó ai〈αi, αi〉 = 0 với mọi i, vì 〈αi, αi〉 6= 0 nên ai = 0, ∀i. Vậy, hệ α1, . . . , αm là hệ
ĐLTT.

10. Chứng minh rằng: Trong không gian Euclide, ma trận đổi cơ sở giữa 2 cơ sở trực chuẩn là
ma trận trực giao.

Giải. Giả sử α1, . . . , αn (α) và β1, . . . , βn (β) là cơ sở trực chuẩn của không gian Euclide
E và giả sử:

βj =
n∑

i=1

aijαi với mọi j = 1, 2, . . . , n
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αj =
n∑

i=1

bijβi với mọi j = 1, 2, . . . , n

Gọi T là ma trận đổi cơ sở từ (α) sang (β) thì:

T =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 và T−1 =


b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n
...

...
. . .

...
bn1 bn2 . . . bnn


Ta có

〈αk, βl〉 = 〈αk,

n∑
i=1

ailαi〉 =
n∑

i=1

ail〈αk, αi〉 = akl

Mặt khác

〈αk, βl〉 = 〈
n∑

i=1

bikβi, βl〉 =
n∑

i=1

bik〈βi, βl〉 = blk

Vậy blk = akl với mọi k, l, tức là Tt = T−1, do đó, T là ma trận trực giao.

11. Cho E là KGVT Euclide. Chứng minh rằng phép biến đổi tuyến tính của E, f : E → E là
phép biến đổi trực giao khi và chỉ khi f là bảo toàn độ dài của một véctơ (‖f(α)‖ = ‖α‖)
với mọi α ∈ E

Giải. Nếu f là phép biến đổi trực giao thì

∀α ∈ E, 〈f(α), f(α)〉 = 〈α, α〉

do đó ‖f(α)‖ = ‖α‖. Để chứng minh chiều ngược lại, ta có nhận xét: ∀α, β ∈ E,

〈α + β, α + β〉 = 〈α, α〉+ 〈β, β〉+ 2〈α, β〉

do đó

〈α, β〉 =
1

2
(‖α + β‖2 − ‖α‖2 − ‖β‖2) (∗)

Bây giờ giả sử f bảo toàn độ dài của véctơ, khi đó, do công thức (∗), ta có

〈f(α), f(β)〉 =
1

2
(‖f(α) + f(β)‖2 − ‖f(α)‖2 − ‖f(β)‖2)

=
1

2
(‖α + β‖2 − ‖α‖2 − ‖β‖2) = 〈α, β〉

Vậy, f là phép biến đổi trực giao.

1
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